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Resume 

Dans [B2j . on a demontre que les courants de Levin (cf. [L]) permettent de decrire expli- 
citement les classes d'Eisenstein d'un schema abelien au niveau topologique. On applique 
ici ce result at, conjecture par Levin, au cas ou le schema abelien est une famille de varietes 
abeliennes de Hilbert-Blumenthal (cf. Proposition l4.3p . On etudie ensuite la degenerescence 
de ces classes d'Eisenstein en une pointe de la compactification de Baily-Borel de la variete 
de Hilbert-Blumenthal. Au moyen du Theoreme de Burgos- Wildeshaus [BWj, Theorem 2.9], 
on demontre un resultat de rigidite (cf. Proposition I3.4p qui permet de restreindre l'etude 
au niveau topologique. On prouve, en utilisant la description explicite des classes d'Ei- 
senstein obtenue precedemment, que ces classes degenerent en des valeurs speciales d'une 
fonction L associee au corps de nombres totalement reel sous-jacent (Theoreme I5.2p . On 
en deduit une preuve geometrique du Theoreme de Klingen-Siegel (Corollaire I5.3[) et un 
resultat de non annulation pour certaines de ces classes d'Eisenstein (Corollaire 15. 4p . 

Abstract 

In [B2], we have proved that Levin's currents (cf. [L]) give an explicit description of the 
Eisenstein classes of an abelian scheme at the topological level. We apply here this result, 
conjectured by Levin, in the situation where the abelian scheme is an Hilbert-Blumenthal 
family of abelian varieties (cf. Proposition 14. 3p . Then we study the degeneration of these 
Eisenstein classes at a cusp of the Baily-Borel compactification of the Hilbert-Blumenthal 
variety. Using the Theorem of Burgos- Wildeshaus |BW1 Theorem 2.9], we prove a rigidity 
result which allows us to restrict the study at the topological level (cf. Proposition 13. 4|) . 
We show, using the explicit description of the Eisenstein classes obtained previously, that 
these classes degenerate in special values of an L-function associated to the underlying 
totally real number field (Theoreme 15. 2|) . We deduce then a geometric proof the Klingen- 
Siegel Theorem (Corollaire 15. 3|) and a non vanishing result for some of these Eisenstein 
classes (Corollaire 15.41) . 



1 Introduction 



Les classes d'Eisenstein d'un schema abelien (cf. |B2} Partie 5] pour une definition) ont une 
origine motivique d'apres Kings (cf. [Kil] ) . Dans le cas elliptique, celles-ci ont ete intensivement 
etudiees et on en connait des proprietes remarquables, mais en dimension superieure, peu de 
choses sont connues a leur sujet. Par exemple, la non nullite de ces classes constitue un probleme 
ouvert. Levin avait conjecture que les courants qu'il construit dans [Lj permettent de decrire le 
polylogarithme (cf. |B2l Partie 4.1] pour une definition) et par suite les classes d'Eisenstein d'un 
schema abelien. Cette conjecture etant demontree (cf. |B2j ). on peut envisager d'utiliser cet outil 
pour aborder l'etude des classes d'Eisenstein en dimension superieure. 

Dans cet article, nous considerons le cas particulier des families de varietes abeliennes de 
Hilbert-Blumenthal et nous utilisons le-dit outil pour exhiber des proprietes remarquables des 
classes d'Eisenstein. Le lecteur pourra consulter la note |B1| pour un expose concis des travaux 
presentes ici. Toutefois, dans la Proposition 3.1 et dans le Theoreme 4.1 a) de |Blj . les constantes 
rationnelles sont erronees. Les valeurs correctes de celles-ci sont donnees respectivement dans la 
Proposition 4.3 et le Theoreme 5.2. On commence par donner une expression en coordonnees 
de ces classes, au niveau topologique (cf. Proposition 14.30 . Celles-ci vivent dans un groupe de 
cohomologie de la base du schema abelien, base qui est une variete de Hilbert-Blumenthal. On 
etudie ensuite leur degenerescence en une pointe de la compactification de Baily-Borel de la base 
et l'on demontre que les residus en cette pointe de ces classes s'expriment en termes de valeurs 
speciales d'une certaine fonction L attachee au corps de nombres totalement reel sous-jacent (cf. 
Theoreme I5.2p . On reduit ce calcul a un calcul au niveau topologique (cf. Proposition 13. 4p en 
utilisant de facon essentielle le Theoreme de Burgos- Wildeshaus [BWl Theorem 2.9]. Ce residu 
etant un nombre rationnel, on en deduit une preuve geometrique du Theoreme de Klingen-Siegel 
(cf. Corollaire I5.3p . 

Plusieurs preuves de ce Theoreme ont ete donnees depuis 1962, date de la publication de la 
premiere demonstration dans Particle [Klj . Si notre approche presente une certaine analogie avec 
la preuve originale, elle met toutefois en lumiere un lien geometrique nouveau avec la famille mo- 
dulaire de Hilbert-Blumenthal, via le polylogarithme. On remarque que les deux demonstrations 
les plus recentes de ce resultat dues a Nori |Noj et Sczech [Scj utilisent toutes deux la rationalite 
d'une classe de cohomologie pour en deduire la rationalite d'une valeur speciale de la fonction L 
en question. Notre approche presente done egalement une certaine analogie avec les leurs. 

On deduit egalement de la forme particuliere de la degerescence des classes d'Eisenstein un 
resultat de non nullite pour certaines classes d'Eisenstein dans cette situation geometrique (cf. 
Corollaire 15. 4p . La preuve utilise une equation fonctionnelle due a Siegel pour la fonction L qui 
apparait dans l'expression du residu. On mentionne enfin que Kings dans la prepublication [Ki2j 
etudie egalement la degenerescence des classes d'Eisenstein dans le cas Hilbert-Bimenthal. 

On passe maintenant au contenu des differentes parties de cet article. 

• Partie 2 : On definit le schema abelien que l'on considere a l'aide du formalisme de Pink 
(cf. [P]). Cette approche nous est utile pour la suite. On definit egalement des sections de 
torsion et on esquisse la construction de la compactification de Baily-Borel d'une composante 
connexe de la base. 
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• Partie 3 : Cette partie est consacree a la definition et a l'etude du morphisme residu en une 
pointe de la compactification de Baily-Borel de la base du schema abelien precedemment 
defini. On y montre en particulier que le but de ce morphisme est soit nul, soit canoni- 
quement isomorphe a Q. C'est ici qu'intervient le Theoreme de Burgos- Wildeshaus [BW, 
Theorem 2.9]. Son enonce faisant appel au formalisme de Pink, la definition du schema 
abelien dans ce langage nous est precieuse. On etablit egalement un resultat de rigidite (cf. 
Proposition 13. 4p qui nous permet de reduire le calcul du residu a un calcul au niveau topo- 
logique. 

• Partie 4 : II s'agit ici de calculer les differents objets qui interviennent dans la definition des 
courants de Levin (cf. [L]). Le lecteur trouvera une explication des differents objets en jeu 
en debut de section. Ces calculs effectues, on peut alors donner une formule pour les classes 
d'Eisenstein, au niveau topologique, dans notre contexte (cf. Proposition 14. 3p . 

• Partie 5 : Disposant d'une expression explicite au niveau topologique des classes d'Eisenstein 
et d'un resultat de rigidite qui nous permet d'effectuer le calcul au niveau topologique, on 
determine, dans cette partie, le residu de ces classes en integrant celles-ci le long du bord 
d'un voisinage ouvert de la pointe consideree. On etablit alors le lien entre ces residus et 
des valeurs speciales d'une certaine fonction L (cf. Notation 15.11 et Theoreme I5.2p et on en 
deduit le Theoreme de Klingen-Siegel (cf. Corollaire 15. 3p et un resultat de non annulation 
(cf. Corollaire PI) . 
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Notations : 

Pour X un schema de type fini, separe et lisse sur C, on note : 

VSHM(X) la categorie des Q-variations de structures de Hodge mixtes polarisables et 

admissibles (cf. [KaJ) sur X, 
7 le systeme local sous-jacent a V pour V G Ob(VSHM(X)), 

MHM(X) la categorie des Q- modules de Hodge algebriques mixtes sur X (cf. [SaJ). 

En particulier, MHM(Spec(C)) est la categorie des Q-structures de Hodge mixtes polarisables, 
categorie que Ton note simplement SHM. 

On a un foncteur canonique VSHM(X) — > MHM(X) qui est exact, pleinement fidele et grace 
auquel on identifie VSHM(X) a une sous-categorie pleine de MHM(X). 

Par construction de MHM(X), on dispose d'un foncteur For := real o rat: D b MHM(X) — > 
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D h c (X), ou rat est le foncteur defini par M. Saito, real est le foncteur de Beilinson et D h c {X) la 
sous categorie pleine de la categorie derivee bornee des faisceaux de Q-vectoriels sur X(C), equipe 
de la topologie transcendante, dont les objets sont les complexes a cohomologie algebriquement 
constructible. 



Convention 1.1 — Si V G Ob(VSHM(X)), For(V) est le systeme local V conv enablement 
decale. Dans cet article, on ne tient pas compte du decalage. 



On fixe pour la suite : 

L un corps de nombres totalement reel L de dimension g, 

{&k)i<k<g une enumeration des plongements reels de L, 

a un ideal entier de L, 

N un nombre entier plus grand que 3. 



Soient b un ideal fractionnaire de L et p un ideal premier de L. On note 





Panneau des entiers de L, 


Tr L 


la trace de L, 


N L 


la nor me de L, 


d L 


le discriminant de L, 




la differente de L, 


M L {b) 


la norme de b, 




le dual de b relativement a Trj,, 


h 


la completion de L en la valuation associee a p 




l'anneau des entiers de L p , 




la completion de b en la valuation associee a p. 



2 Donnees geometriques 

On commence par definir le schema abelien que l'on considere dans cet article. On utilise pour 
cela le formalisme et les resultats de la These de Pink |P]. On rappelle ensuite rapidement la 
construction de la compactification de Baily-Borel de la base du schema abelien precedemment 
defini, qui est une variete de Hilbert-Blumenthal. On definit enfin des sections de torsion. 

Convention 2.1 — Soit H un groupe algebrique sur L et soit K E {R, C}. Pour toute K-algebre 
A, on dispose d'un isomorphisme de K-algebres A ®q L — > A 9 , a®l i— > {o~k(l)a)i<k<g au rnoyen 
duquel on identifie (Res^mH) XqK et (H Xq K) g . 



2.1 Definition de la base du schema abelien 

Soit i : G m> Q <^-> Res^/QGm.i le morphisme qui a une Q-algebre A fait correspondre le mor- 
phisme de groupes A x ^(^4®L) X , a t— * a (8) 1. On definit le Q-schema en groupes reductif G par 
le diagramme cartesien suivant : 
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■ Res L / Q GL 2i L 

Res i/Q (det) 
ReSf,/oG m r . 



On pose £± := C - R et on fait de {Sj^ 9 un G(R) -espace homogene a gauche en faisant agir le 
groupe Gr(R) C GL^M) 9 a gauche sur (Sj^) 9 via les homographies. On definit alors un morphisme 
h : {^) 9 -» Hom(S c , G c ) C Hom(S c , (GL 2 ,c) ff ) par : 



±\9 



(z 1 ,z 2 )eS(C) 



2 Im r fe 



21 - ^2 



|Tfc|"(Zi - Z 2 J 



€ GL 2 (C) S 



Mors, (G,(^ ± ) 9 ) est une donnee de Shimura pure. Pour tout p ideal premier de L, on pose 



H(a,N,p) :-- 



a b 
c d 



G GL 2 (L p ) 



a,de l + NO Lf , 

ce N(d L a 2 ) p , be N^a-^p, 

ad -bee Ol 



Le groupe H(a, N) 
G(A QJ ). 



y H(a,N,p)\ n 



j) est un sous-groupe compact ouvert net de 



On note S la variete algebrique complexe quasi-projective lisse M H( - a ' N \G, (Sj^) 9 ) (cf. O P- 
103] pour une interpretation modulaire de S). L'inclusion canonique du produit de g copies du 
demi-plan de Poincare superieur $j dans (Sj^) 9 induit une immersion ouverte 

T(a,N)\Sj 3 ^ S an , 

ou T(a,N) := {( ° Jje SL 2 (L) \a,d€ l + NO L , ceNd L a 2 , be iVD^cr 2 ! C G(Q), qui 

identifie T(a, N)\S) 9 a une composante connexe de S" 1 ™. La variete analytique complexe T(a, N)\fy 9 
est la variete analytique complexe associee a une variete algebrique complexe quasi-projective 
lisse canonique notee S°. Par definition de la structure de variete algebrique de S, S° est une 
composante connexe de S. 



2.2 Definition de la famille de varietes abeliennes 

Soit V := Res^/Q (G a ,L © On pose P := V x G le produit semi-direct associe a la 

restriction a G de Taction standard de Kes L /qGL2 t L sur V. 

Lemme 2.2 (comparer a [Wil-V-Lemma 1.1]) — Soient r e Le morphisme h(r) definit 

une ^-structure de Hodge pure de poids —1 sur V(Q). Sous I 'identification Vc = (& a ,c © ^a,c) 9 
la filtration de Hodge est donnee par : 

F 1 (V c ) = 0, 

^)-((?)> c «-«((?)) c . 

F~ 1 (Vc) = V c . 
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Demonstration — H ' 1 (Vc) est le sous-espace propre associe au caractere {z\,z?) i— > z^- Un 
calcul permet alors de conclure. □ 

On definit alors la donnee de Shimura (P, X) comme etant l'extension unipotente de (G, (i^ ± ) fir ) 
par V. Comme Lie(V) est de type {(—1, 0), (0, —1)}, on a la description suivante de X : 

X = {(V,r) € Hom(S,P K ) x (ij ± ) 9 | /i(t) = poi/j}, 

ou p : P — > G est la projection canonique. A l'aide des isomorphismes donnes par [Wil-V-Lemma 
1.2] et [Wil-V-Corollary 1.4.b], on construit un biholomorphisme : 

C 9 x {ft*) 9 ^ X. 

On introduit le sous-groupe ouvert compact de P(Aqj) 



K(a,N) := ( ]J (a v ) p © [] a p j x H(a,N). 

V p p / 



On note A la variete algebrique complexe quasi-projective lisse M K ( a ' N \P, X). La projection 
canonique p : P — > G induit un morphisme ^4 ^ S 1 , note (abusivement) egalement qui est le 
morphisme structural d'un schema abelien de dimension relative pure g. 

La restriction de p an : A an -► S an au dessus (S°) an = T(a,N)\Sj 9 est donnee par la projection 
canonique 

q: A :=A(a,N)\X + (5°) an , 
ou £+ := C 9 x ft 9 et A(o, A) := (a v © o) x T(a, N) agit sur £+ par Paction qui a 

(a', a), ( " f)),(z,r))e A(a,iV) x (C» x ^) 



7 (5 



fait correspondre : 



^ / _ ^ / s /" Q-fc(Q)rfc +t7fc(/3) \ crfc(a)rfc + <Jk{f3) \ 

Pk{l)rk +o- k (S) k k V <?k(j)Tk + cr k (8) ) ' <Jk{l)Tk + o- k {5) J !< fc < fl 

On a done ^identification suivante : (p| S o : ^| 5 o -► S°) an = (g: A -> (S°) an ). 



2.3 La pointe oo 

On rappelle succinctement comment est construite la compactification de Baily-Borel de S°. 
On definit une pointe de T(a, N) comme etant une orbite d'un point de P X (L) sous Paction de 
r(o, N) C SL,2(L) induite par les homographies. On adjoint a S° Pensemble des pointes de T(o, N) 
pour obtenir un ensemble que Pon munit de la topologie de Satake. Sur cet espace topologique, 
on dispose d'une structure d'espace analytique complexe normal compact (non lisse si L ^ Q) 
compatible avec celle de (S°) an . A l'aide des series de Poincare, on construit un plongement de 
cet espace analytique dans un espace projectif. II herite ainsi d'une structure de variete algebrique 
complexe normale et projective. On note (S )* la variete algebrique obtenue. Par definition meme 
de la structure algebrique de S°, S° est un ouvert dense de (5°)* et la variete (5°)* est appelee 
compactification de Baily-Borel de S°. 
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On decrit maintenant un systeme fondamental de voisinages dans (S )* (pour la structure 
analytique) de la pointe oo, pointe qui correspond a l'orbite de [1 : 0] G P 1 (L) sous Taction de 
r(o, N). Le stabilisateur de Too dans T(a,N) est 

T(o, N, oo) := | ( £ Q ^ J G T(a, N) \ e G U L , N et a G A^cT 2 1 , 

ou Ul,n est le sous-groupe des unites de Ol congrues a 1 modulo N. On verifie que r(a, N, oo) 
agit sur 



> r 



i=l 



pour tout r G R >0 . Alors pour r 3> 0, le morphisme canonique T(a,N,oo)\V r — ► S 10 est une 
immersion ouverte et l'ensemble {(r(o, iV, oo)\V^) U {oo} | r ^ 0} forme une base de voisinages 
ouverts de Poo dans S°. 



2.4 Sections de torsion 

Soient a' G iV~ 1 a v , a G A _1 a. Le morphisme analytique 

x a >,a : (S°) an = r(a,N)\& A(a, iV)\(C» x *p) ~ (V>) an 
M ' * [(o-fc(a') +o-fc(a)T fe )i< fc < 9 ,r] . 

est le morphisme analytique associe a un unique morphisme algebrique S° — ► A\ S o qui est une 
section de A-torsion de p^o : ^4| S o — ► S° que Ton note (abusivement) egalement x a ',a- 



3 Le morphisme residu en l'oo 

Cette article traite de la degenerescence des classes d'Eisenstein (cf. [B2[ Definition 5.3]) du 
schema abelien p\go : A\ s o — > S° en la pointe oo, i.e. de la determination du residu en l'oo des 
classes d'Eisenstein. 

Dans cette partie, on definit le morphisme residu en l'oo, de source un groupe d'extensions de 
MHM(S°) et de but un groupe d'extensions de SHM qui est soit trivial, soit canoniquement 
isomorphe a Q. On explique enfin que le calcul du residu en l'oo se reduit a un calcul au niveau 
topologique. 

On note : 

l'immersion ouverte de S° dans (S )*, 
l'immersion fermee de la pointe oo dans (S )*, 
: = ( J R 1 (P|S-0*Q) V G Ob(VSHM(S )), 
un entier positif. 



j : S° ^ (5°)* 
ioo : oo w (S )* 

n 

i 
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3.1 Definition du morphisme residu en l'oo 

On definit le morphisme Res^ par le diagramme commutatif suivant 

r(SO) (Q(0), (Sym^)( 5 )) ^=^= 



Ext 29 " 1 



■ Hom D i, MHM ( S oj 



Resl 



Horn 



D b MHM((S°)*) 



H° m D b MHM((S°)*) 



Hom^ M (Q(0),^- 1 (ioo)*j;(Sym^)( 5 )) 



Horn 



D b SHM 



,(Sym l H)(g)[2g-l)) 

(adjonction) 

,j*(Sym l H)(g)[2g-l]) 

l^(ioo)*(«oo)* 

i (^oo)* (^oo) j* 

(adjonction) 

(i 00 )*i,(Sym^)( 5 )[2< 7 -l]) 



3.2 Le but du morphisme residu en l'oo 

On determine a present la Q-structure de Hodge H 29 ^ 1 (ioo)* j*(Sym l H)(g) . 

Par construction de S = M H ( a,N >{G, (Sj^) 9 ), on dispose d'un foncteur canonique qui associe 
a une representation algebrique rationnelle de G une Q-variation de structures de Hodge mixtes 
polarisable sur M H ^ N \G, (^ ± ) 9 )(C). De plus, d' apres [W, II - Theorem 2.2], les variations issues 
de cette construction sont admissibles. On en deduit un foncteur tensoriel canonique 

Hn ia>N) :Rep Q G^MHM{S), 

ou RepQG est la categorie des representations algebriques rationnelles de G- 

D'apres la definition de G, on a un morphisme canonique G — > G m ,Q, note %, qui four- 
nit une action de G sur & a ,Q- On verifie que fJ>K(a,N) (x) = Q(l)- Le groupe G agit sur V := 
Res£/Q((G ai L © Go.l) par restriction de Paction standard de Res^/QGL2,L- L'image par Hh(o,n) 
de cette representation est (i? 1 p*Q) v (p est le morphisme structural du schema abelien A — > S). 
Ainsi (Sym l (R 1 p^Q) y )(g) est dans l'image du foncteur Hh(o,n)- 

Burgos et Wildeshaus ont etabli un Theoreme }BW| Theorem 2.9] qui permet de calculer la 
Q-structure de Hodge H 2g ~ 1 i^ >0 j^ Ph{o.,n){W), pour W G Rep^G, en termes de cohomologies de 
deux groupes : Tun algebrique unipotent, l'autre arithmetique. L'enonce du resultat precis re- 
quiert la description de la compactification de Baily-Borel dans le formalisme de Pink. Pour cela, 
on renvoie aux chapitres 4 et 6 de la These de Pink [P] ou encore, pour un resume, a [BW-p. 365 
et 366]. On explicite les differents objets qui interviennent dans la description de la pointe oo de 
B en suivant les notations de [BW- p. 365 - 367] et aussi les groupes qui interviennent dans ce 
cas dans le Theoreme [BW-Theorem 2.9]. 

• Soit Q le sous-groupe parabolique admissible de G qui est le produit fibre du sous-groupe de 
Borel standard de Res^/QGZ^L 
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et de G mi Q. 

Le sous-groupe normal canonique de Q, Pi, est le produit fibre du sous-groupe de Res^/oGZ^L 

* * 

1 

et de G m< Q qui s'identifie a ResL/qG a ,L x G mi Q. 

Le radical unipotent W\ de Pi (et de Q) est le produit fibre du sous-groupe de Res^/QGL2,L 

1 * 
v x 1 

et de G m) Q, c'est a dire Res^/QG ai L. 

On note n: P\ — > G\ := P\/W\ = G mi Q la projection canonique. 

On fixe K := H(a,N) sous-groupe compact ouvert net de G(Aqj), g := 1 G G(Aqj) et on 
pose K x := Pi(A QJ )nH(a,N). 

La composante de bord dans la compactification de Baily-Borel qui correspond a la pointe 

oo est la donnee de Shimura (G TOi Q,Isom(Z,Z(l))) (cf. [Pi Example 2.8]). 

On a done un morphisme iG mM ,H(a,N),i '■ M 7r (- fCl )(G TO) Q,Isom(Z,Z(l))) -> (S )*. 

On calcule He ■= Centg(Q)({— 1, 1}) n W\(Aqj) ■ H(a,N) et He '■= k{Hc) pour trouver 



//■ {[ I *-i I ! : € r L ..v }> (<l //r 



£ * 

e- 1 



• Enfin, A\M^^(G m ,Q,Isom(Z,Z(l))) (cf. [BWl p. 367] pour la definition de A) est reduit 
a un point et l'immersion induite par i Gm Q% H(a,N),x '■ 

M 7r ^)(G mi Q,Isom(Z,Z(l))) -> (5°)* 
A\M 7r ^ 1 )(G m , Q ,Isom(Z,Z(l))) ^ (5°)* 

correspond a «oo : oo ^ (S )*. 
On peut alors enoncer le resultat suivant. 

Theoreme 3.1 (cas particulier de [BW-Theorem 2.9]) — 

H^-H^iSyrriHXg) = ^ {Kl ) ° ^ p (Pc, # 9 (Wi, ResQ((Sym l V) ® 

p+g=2g-i 

La dimension cohomologique du groupe Wi (resp. du groupe abelien libre de rang g — 1 sans 
torsion He?) est g (resp. g — 1). Ainsi, on a : 

Proposition 3.2 — 
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Demonstration — 

a) Calcul de H^Wx, Res%(Sym l V ® x 9 )) 

On commence par remarquer que W\ n'agit pas sur x 9 ■ D'apres [Kn-Thm 6.10], on a un 
isomorphisme (Q/Wi)-equi variant : 

F 9 (l^i,Res§(Sym')) ~ H (Wi, Resg(SynrV)) ® A(Liel^i) v . 

On etend ensuite les scalaires a Q, une cloture algebrique de Q. On a l'isomorphisme cano- 
nique suivant : 

^ (Wi,Resg(Sym i F)) <g)Q<Q> = H (W 1 (Q),Sym l V(Q)). 

On note que : 

= n{( 1 1) 

1 g 1 

v(Q) = [] {etijsq + &iY; I oi, fej e Q} , 

i=l 

ou X, = (1,0), Fj = (0, 1) G Q 2 . On a ainsi une base canonique pour Sym'V(Q) : 

(X mi x m9 Y ni Y™" 3 ) 

\ 1 "'■ 9 1 •■■ 9 J (mi,...,mg,m,...,n g ) 

indexee par les 2<?-uplets d'entiers positifs (mi, . . . , m g , n±, . . . , n g ) tels que : 

mi H h m 9 + «H \-n g = I. 

Soit a G Q et soit w := ^ J "l ) Alors, w;Xj = Xj et wYi = aXi + Fj et on verifie, a l'aide 
de cette remarque, que : 

tfo(WMQ), Sym'y(Q)) = SynrV(Q)/ ({Xf 1 . . . X^Y^ . . . Yg 9 \ 3i tel que m, + 0})^ . 

b) Calcul de H9~ l (H^, (SyimV(Q)/ ({X™ 1 . . . X™ 9 !^ 1 . . . Yg 9 \ 3i tel que m 8 + 0})-)® x 9). 

Tout d'abord, n'agit ni sur x 9 (les elements de Hq sont de determinant 1) ni sur 

A(LieWi) v (le carre d'une unite est de norme 1). Le groupe Hq etant isomorphe a Z 9 ^ 1 , en 
prenant une resolution de Koszul, on obtient un isomorphisme entre : 

^-^(SymVCQ)/ <{XP ...X^y™ 1 ..^ | Eli tel que m^O})^) 

et 

fl"o(Sc, (SynrV(Q)/ ({X™ 1 . . . X^F™ 1 . . . Y g n " \ 3i tel que m, / 0} )^). 
Soient (ni, . . . , n s ) un g-uplet d'entiers positifs tels que ni + ■ ■ ■ + n g = I et 



e * 
e- 1 
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alors, h.lY™ 1 . . . Y^ 9 ] = [ai(e^ 1 ) ni . . . a g (£~ 1 ) n9 Y™ 1 . . . Yg 9 ]. On remarque que si les rtj ne 
sont pas tous egaux, alors il existe e G Ul,n tel que ai{e~ l ) ni . . . a g (e~ 1 ) ng ^ 1. Ceci peut 
se voir en utilisant une Z-base (u±, . . . ,u g -\) de Ul,n et le resultat de theorie des nombres 
classique qui affirme que : 



det 



/ log|cri(ui)| 



\ \Og\<Jl(Ug-l) 



log|cr 9 _i(ni)| 

10g|<T 9 _l(Ug_l) 



^0. 



c) Conclusion 



On rassemble les resultats precedents. On definit W comme suit. 

• Cas oil g divise / : On pose A := l/g G N et on definit W comme etant le sous-espace 

de SynrV(Q) engendre par les X™ 1 . . . X^Y™ 1 . . . Yg 9 tels que 
(ni,...,n s ) / (A,..., A). 

• Cas oil g ne divise pas I : On pose W := SynrV(Q). 

On a prouve que : 

^ 29_1 0*(Sym'W)(d) ®qQ = Sym l V(Q)/W ® A(LieVFi) v ® X 9 ■ 
L'action de G\ sur (LieWi) v (g) x 9 et sur Sym l V(Q)/W est triviale. Enfin, 

□ 

Remarque 3.3 — Si g divise I, alors le quotient Sym l V(Q)/W (engendre par la classe [Y^ 9 . . . Y l J 9 \) 
et la projection canonique Sym V(Q) — ► Sym l V(Q)/W sont definis sur Q. 

3.3 Rigidite de la degenerescence 

On suppose ici que g divise I. La construction de Res^, admet un analogue evident au niveau 
topologique (i.e. dans la theorie D h c (-)) qui permet de definir un morphisme 



Res^ : Hg£ (5°(C) , (Sym'W) (g) ) - ff 2 ^ (oo , ^i?j;(Sym^)( 5 )) 
Ce morphisme s'insere dans le diagramme suivant 

r(fl o ) (Q(0),(Sym 1 W)( S )) 



Cj - Ll MHM( 



H 2 B 9 - t l(S (C),Sym l H(g)) 



Res l „ 



-Res' 



(cf Proposition 2 1 



Hom S HM(®(0),Q(0)) 



(cf. Proposition [3. 2 1 



qui est commutatif. En effet, le formalisme des 6 foncteurs de D b MHM(-) et celui de D^(-) sont 
compatibles via le foncteur For. On en deduit la Proposition suivante. 
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Proposition 3.4 - Pour tout c G Ext 2 £ h M , s0 J Q(Q), (Sym l H){g)), 



Res l OQ {c) = Res l 00 oFor(c) G 



4 Calcul des classes d'Eisenstein au niveau topologique 

Dans cette partie, on determine les classes d'Eisenstein (cf. [B2} Partie 5] pour la definition) du 
schema abelien pigo : A\go — > S° au niveau topologique en utilisant le resultat principal de [B2J (cf. 
[B2, Corollaire 4.7 ]). Ce dernier assure que les courants definis par Levin dans [L] permettent de 
decrire le polylogarithme de pigo : A\ s o — > S° au niveau topologique, et par suite (cf. |B2} Partie 
5]) les classes d'Eisenstein, toujours au niveau topologique. 

II s'agit done ici d'expliciter les courants de Levin dans notre situation geometrique. Ces cou- 
rants sont des series de formes differentielles notees g' dans [Lj. Pour la definition precise de 
ces formes, on renvoie le lecteur a [Ej. On en donne ci-dessous une esquisse tout en presentant le 
contenu de cette quatrieme partie. 

La construction de Levin vaut pour une famille de tores analytiques complexes munie d'une 
polarisation (cf. [L, 1.1.2]). Dans la partie 14.11 on definit cette polarisation et on explicite le 
pullback de 

(piso: A ]s o - (S°)r = (q- A(a,N)\(a x -> T{a,N)\&) 

par la projection canonique S) 9 — > A(a,N)\Sj 9 , note q' : A' — > Sj 9 . Pour la famille de tores analy- 
tiques complexes q' : A' — > fj 9 , on dispose de coordonnees globales pour expliciter g' . C'est la 
raison pour laquelle on considere plutot cette famille que (p\$o '■ A\ s o — > (S°)) an . 

On donne alors une trivialisation C°°-reelle Vl/ de la famille de tores reels q' : A' — > Sj 9 

* : (n R /n) x & a', 

ou LT := a v ffia. Le systeme local constant (i? 1 g( J Z) v s'identifie a IT et la polarisation (principale) est 
donnee par un accouplement <•,•>: IlAll — > 27riZ. En outre, [Brq'^f est muni d'une structure 
de variation de structures de Hodge pure de poids — 1 . On note E le fibre holomorphe sur fj 9 associe 
et E = E ,0 © E ' -1 la decomposition de Hodge de celui-ci. A l'aide de la trivialisation ty, on 
associe a toute section 6 de E un champ de vecteurs sur A' que Ton note egalement 9. En particulier, 
pour tout 7 G n, on obtient deux champs de vecteurs 7~ 1,0 et 7°'~ 1 sur A', ou 7 = 7~ 1, ° + 7°'~ 1 
est la decomposition de Hodge de 7 (cf. Partie 14.31 pour une expression en coordonnees de 7 -1 ' 
et 7°' _1 ). Toujours grace a la trivialisation ^, on construit une decomposition du fibre tangent 
C°°-complexe de A' : T C A' = {q')*T c Sj 9 © (A' x n c ) oil T c fi 9 designe le fibre tangent C°°-complexe 
de Sj 9 . La projection canonique TqA' — > A' x n<c donne une forme differentielle v sur A' a valeurs 
dans le fibre A' x nc (cf. Partie I4T41 pour une expression de v en coordonnees). Pour a G N- 1 et 
7 G n \ {0}, la forme differentielle g' aa G T(A', Q 2 ^," 1 © Sym"" 1 ^) est definie par 

= V- (*r >< m _\^ o)a vol x (7°- 1 ) a - 1 ) , 
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ou • ijO,-i est l'operateur de contraction par le champ de vecteurs 7 1 , 

• X7 es t une fonction complexe sur A' definie par 

Xj([(z,t)]) = exp(< 7 ,pri o ^([(^r)]) > c ), 

pri designant la projection canonique (IIr/II) x Sj 9 — > IIr/II et < • , • >c 
l'accouplement obtenu en prolongeant par linearite < • , • > (cf. Partie 14,61 pour une 
expression de X7 en coordonnees), 

• P(l) = < 7 -1,0 , 7°' _1 >c (cf. Partie l431 pour une expression de ,0(7) en coordonnees), 

• Ly-1,0 est la derivee de Lie associee au champ de vecteurs 7 _1 '°, 

• vol = (— 1) s (<7!) _1 cj 9 , ou oj := - < u, v >c (cf. Partie WM pour une expression de u 
en coordonnees). 

La forme g' a ^ est bien definie car L k _ 10 vol = pour k > 2g (cf. [Ll Prop 3.2.2]). Dans la partie 
14.71 on effectue le calcul en coordonnees de 

Dans une derniere sous-partie, on applique les resultats de la Partie 5 de |B2j . pour obtenir 
une expression explicite des classes d'Eisenstein dans cette situation geometrique (cf. Prop 14.3] ). 

4.1 Polarisation et trivialisation C°°-reelle 

Le calcul des courants de Levin recquiert une polarisation. On precise ici celle que Ton considere 
dans la suite. 

Le pullback de la famille de tores complexes q: A'(a,N)\(C 9 x fj 9 ) — > A(o, N)\$) 9 par la 
projection canonique S) 9 — > A.{a,N)\$) 9 est 

q': A' :=n\(C 9 X Sj 9 ) -» ft 9 , 

ou le quotient de C 9 x fj 9 par le groupe II := o v © est celui associe a Faction 

(a v © 0) x (C 9 x &) -> C 9 xf) 9 

{(a', a), (z,t)) i-> {{<Jk{a') + <Jk{a)r k + z k )i< k < g ,T). 

Soit t £ fj 9 . On note cp T le monomorphisme ^? T : II — > C 9 , (a', a) 1— > ((<7fc(a ; ) + (7fc(a)T)fc)i<fc< 9 . 
Le morphisme yj T ®lR: II ®K — > C 9 deduit de ip T par linearite est un isomorphisme de M-vectoriels. 

La fibre en r G Sj 9 de g', notee A' T , est C 9 /V T (1~I) et l'application 

<•,•>: n A n -> 2vriZ 

(a' 1; ai) A (a 2 , 02) ► 2-7ri Tr^a^ai — 0^02) 

induit, via y> T3 une polarisation principale sur A' T . 

On a en outre un isomorphisme C°°-reel de families de tores reels au dessus de ft 9 

$ : (n R /n) x s) 9 -> A' = n\(C 9 x #»). 

(K],T) ^ [(Vr®K(e),T)] 
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Celui-ci joue un role fondamental dans la construction des courants de Levin (cf. [Lj Part 2.2] 
pour la definition de cette trivialisation dans le cas general). 



II est utile pour la suite d'expliciter l'inverse de ^. On fixe (a±, . . . ,a g ) une Z-base de a et 
on note (a^, . . . ,a' g ) la Z-base de o v duale de (a±, . . . ,a g ) relativement a la forme bilineaire 
o v x o -> Z, (a', a) ^ Tt L (a'a). 

Notations 4.1 — 



• Pour z = {z\ . . . ,z g ) G C 9 , on note D{z) la matrice diagonals g x g dont la diagonale est 
(zi,...,z g ) etz:= (zj, ...,%). 

• On introduit les deux matrices g x g 

M := (o-i(a k ))i< k j<g et M' := (ai(a' k ))x< ki i< g . 

• Pour t = (t%, . . . , T g ) £ ffl , on pose 

T(r) := (t l7 ..,t g ) := ((n - n)~\ . . . , (r g - t^)" 1 ). 

A l'aide des deux Z-bases (qi, . . . , a g ) et (a[, . . . , a' g ), on effectue un calcul elementaire pour 
montrer que l'image de [(.z,t)] £ A' = II\(C 9 x f) 9 ) par le morphisme C°°-reel est l'element 

de (n R /n) x & 



{z-z)D{T(t))M- 1 



( OL\ 



+ (zD(T(t))D(t)(M')- L ~ zD(T(t))D(t)(M')- 1 ) 



V a 'g 



4.2 Decomposition de Hodge 

On fixe r G f) 9 . On note (u T> \, . . . ,u T>g ) (resp. u Tt i, . . . ,u T ,g) la base de duale de dz := 
(dzi, . . . , dzg) (resp. d~z := (dzj, . . . , dz~g~)) des formes holomorphes (resp. antiholomorphes) de A' T , 
la fibre de q' au dessus de r. 

L'egalite matricielle suivante nous fournit une expression de u Tt i, . . . ,u T>g ,u Ti i, . . . ,u T>g dans 
U C = H 1 (A' T ,C). 



( U r,l \ 



\ u r,g J 



( ai \ 



D{T(t))M- 1 
-DiT^M- 1 



-D{T{t))D{t){M')- 1 
D{T{t))D(t){M>)- 1 



On note E := E ' © E ~ la decomposition de Hodge du fibre vectoriel analytique au dessus 
de f) 9 attachee a la variation de structures de Hodge pures de poids —1 (i? 1 g*Z) v . La trivialisation 
C°°-reelle introduite dans la partie I4TT1 induit une identification entre {R 1 q* r L) y (systeme local 
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constant) et II. 

Soit 7 = (a', a) G II. Cet element definit une section de q*E au dessus de A' 

A'^A'xUc, [(^r)]^([(z,r)], 7 ) 

que Ton note egalement (abusivement) 7. On verifie que la decomposition de Hodge de 7 est 
donnee par : 

7 -i,o . 4/ _^ q *E- 1 >° 

[(z,t)] i-> {[(z,T)\,^(a k (a') + a k (a)T k ) u T ^ 

7 - 1 : A' -► - 1 

[0,r)] i-> ^[(^,T)],^(cr fc (a / ) + a k (a)Tk) u T:k ^j . 

4.3 Champs de vecteurs 

La trivialisation ^ permet d'associer a tout element 9 de lie un champ de vecteurs C°° complexe 
sur A' que Ton note (abusivement) aussi 9. Pour 7 = (a', a) 6 II, les champs de vecteurs associes 
a 7 -1 ' et 7°' _1 sont : 

9 9 
7 _1 '° = + <Tk{a)T k ) d Zk et 7 1-1 = ^(cr fe (a') + a k (a)l%) %. 

fc=i fc=i 

4.4 La forme de polarisation 

On deduit de la trivialisation Vl/ une decomposition du fibre tangent C°°-complexe de A' : 
T C A' = (q')*Tcfi 9 {A' x II C ). La projection de TA' sur (A 1 x II C ) induit une forme differentielle 
a valeurs dans (A 1 x lie) notee v. 

Notations 4.2 — 

• D(dr) (resp. D(df)) est la matrice diagonale de formes differ entielles dont la diagonale est 
(dTi,...,d,T g ) (resp. (cfrf, . . . , dfg)). 

• u k (resp. u k ) est la section de (A'xllc) au dessus de A' u k ■ [(z, r)] 1— > u Tjk (resp. u k ■ [(z, r)] 1— ► 
u Tifey ) pour k G {1, . . . ,g}. 

Au prix d'un calcul faisant intervenir l'expression explicite de X S>~ 1 obtenue precedemment, on 
obtient l'expression en coordonnees de v suivante : 

"1 \ / ~:i 

v = (dz-{z- z)D(T(T))D(dT)) \ : + (dz - (z - z)D(T(r))D(dr)) 

Ug ) \Ug 

Soit r G La matrice de Gram de l'accoup lenient < • , • >c : lie A lie — > C (obtenu en 
etendant par linearite <■,•>) dans la base (u Tt i, . . . , u T>g ,u Tt i, . . . ,u T ,g) est 
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(< U Ttk ,U T> 1 >c)l<k,l<g = -27TZ T(t). 

La forme de polarisation u := — < u, v >c est done : 



uj = -2m y~] (dz k - t k (z k - z k )d,T k ) A {t k {dz k - t k (z k - z k )drr%). 



4.5 Normes 

Soient r S ^ 9 et 7 = (a 1 , a) G II. De (< u Tj fc ,ti Tj ; >c)i<k,i<g = — 27rz T(r) et des expressions 
obtenues pour 7 -1 ' et 7 ' 1 dans la partie H~2l on deduit que l'image de r par la fonction p(j) = 

< 7 -l,O j7 0,l >; £9 _> R egt 

p( 7 )(r) = -27riy^tfc|cr fc (a / ) + cr fc (a)rfc| 2 . 
fc=i 

4.6 Les fonctions x-y (7 £ n) 

Soit t € S) 9 . L'isomorphisme de R-vectoriels 9? r ® R: IIr — > C 9 induit par passage au quotient 
un isomorphisme C°°-reel de tores reels (p T <g> R: IIk/II — > AJ.. 

Soit 7 = (a', a) G II. L'image de [(z, r)] G A' par la fonction C°°-reelle X7 : -4' — ► C est donnee 
par : 

X-y([(z, t))) = exp (< 7, Lp T <g> R > C J . 

4.7 Derivees de Lie successives de la forme uo/ et effet du produit interieur 

Soit a G N- 1 et soit 7 = (a', a) G II \ {0}. On explicite tout d'abord — — —vol, ou 

vol := (— I) 9 (gl)^ 1 uj 9 . On rappelle que designe la derivee de Lie du champ de vecteurs 7~ 1 >° 

et que L^,_ 1>0 oj 9 = si k > 2g (cf. [L, Prop. 3.2.2]) . A l'aide de l'expression de uj de la Partie 231 
on obtient : 



1 (2m) 9 



^l-V^ = (p(7)-"v^°) a ^^^a-.-a^a, 2 



= E ^L^"" 1 ( ^- 1 '° r Vl ^? A A ,1 A ... A ^ A , 2 . 

n=0 ^ " 

Pour tout n G {0, . . . , 2<?}, on note C n l'ensemble 

{(L u . . . , L 2g ) G {Id, L 7 -x,o} 29 I U{k G {1, . . . ,2g} \ L k = L 7 _i.o}) = n}. 
Puisque (L 7 -i,o) 2 77^ = (L 7 -i,o) r/^ = pour tout k G {1, . . . ,5}, , on a : 

(L 7 -i,o) n r]\ A r]f A • • • A r]g A rjg = ^ Li^ 1 A L 2 r/ 2 A • • • A L 2g -vn\ A L 2g rf g . 

(Ll,...,L2d)€C n 
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On verifie alors que pour tout k G {1, . . . ,g} : 

L 7 -i,o r]l = -t k (a k (a) + a k (a)i%)dT k et L 7 -i,o r) k = -t 2 k (a k (a') + <r k (a)dl%). 

On a ainsi une expression en coordonnees de . . . —vol. On calcule maintenant 

i~o,-i . . . —vol ( L,o,-i designe l'operateur de contraction par le champ de vecteurs 

7 (p( 7 ) - L 7 -i,o)« 

7°'~ 1 ). Compte tenu de ce qui precede, il suffit d'expliciter z 7 o,-iLi^j AL2I] 2 A- • ■ A L2 g -ir]g A L2 g r] 2 
pour tout n G {0, . . . , 2g} et (Li, .., ^2g) G Ai- 

Soient n G {0, . . . , 2g} et (Li, .., L2 g ) G £ n . 

i 7 o,-i Lir/{ A L 2 77i A • • • A Lag-i^g A L 2 g??g = (iyj.-iLiT/J) L 2 r/f A • • • A L 2g -iri 1 g A L 2g r] 2 

- (i 7 o,-iL 2 r/f) A L 3 7^ A • • • A L 2g -ir]l A L 2g r] 2 
+ ... 

- (i 7 o,-iL 2s r/|) Lit/J A L 2 r/f A • • • A L 2g -ir] 1 g . 

De plus, pour tout A; G {1, ... ,g} : 

i~o-i r/^ = t k (a k (a) + a k (a)r k ) et i~o-i % = « 7 o-i L~-i,o rj k = i~o-i L~-i,o = 0. 

4.8 Determination des classes d'Eisenstein au niveau topologique 

On fixe (&', 6) G (iV" 1 a v JV^a) \ {0} et / G N >2ff . 

De la definition du morphisme 7^ de Levin [Lj Thm 3.4.4] et de la Partie 5 de |B2| et d'un calcul 
elementaire, on deduit que For{£is l Xy ) G (£°(C), (SyWW)(<7)) coincide avec la classe de 

cohomologie induite par la forme differentielle 

+ 2g) Yl x *b',b g'l+i,-, G m°, ^Ir 1 ® Sym< n c ) 
7 en\{o} 

o{l fli+i, 7 = X 7 V.-i 7-73 _ * _ 10 y+i wZ (V' -1 ^ P° ur 7 e n \ {0}. 

Soit 7 = (a', a) G II et k G {1, . . . , g). On explicite maintenant x b , b g[ +l a l'aide des calculs 
effectues precedemment. 

On a les relations suivantes 

x t>,b V k = Zy ]6 f?| = L 7 -i,o 7]l = -t k (a k (a') + o- k (a)i%)dT k 

x* b , b L 7 -i,o r?| = -t|(a fe (a') + a k (a)T k )dr k ~ x* b , b i^o-i rfc = t k (a k {a') + a k {a)l%). 



et par suite 



+ 2g) xl , h v.. ((7) _ = ;; )2 ^ 1 e 



avec 



v k := t k (a k [a!) + a k (a)r k ) 2 { JJ t^|aj(a') + Uj(a)Tj\ 2 J cZti A rfff A • • • A dr k A dl\ A ■ ■ ■ A dr g A dfg, 
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pour k G {1, . . . ,g}. En effet, seule reste la contribution de iy>,-i L 2a _ lfi vol. On a egalement 
x t',b X-y = exp(< 7, (£>', 6) >) = exp(27ri Tr^(a'6 — a&')). 

De plus, on a explicite 7 _1 >° relativement a la base (H T ,i, • • • , w TjS ), mais aussi, la base (u T ,i, ■ ■ ■ ,u Tt9 ) 
relativement a une Z-base de a v ffia (cf. PartieH2]). On en deduit 1' expression de 7 1,0 dans C 9 ffiC 9 , 
via 1'isomorphisme i: (o v © o) ©^ C — > C 9 © C 9 induit par les plongements (cfc)i<fc<g : 

7 _1 '° = ((-(*fcU(o"fc(a') + o"fc( a ) r fe))l<fc<s 5 (*fe(o"fe(«0 + o-jfc( cl )' 7 "A)l<fc<g)- 
On rassemble les resultats obtenus dans la Proposition suivante. 

Proposition 4.3 — (g,g — l)-forme differentielle sur S) 9 a valeurs dans Sym l Tlc 

, , n (2g + 1)1 A exp(2vri Tr L (a'b - b'a)) ,,. , ,,, 

(a',a)Ga v ea\{0} fc=l ^ ' ' 

ou pour fou£ (a', a) G o v © a, r G fj 9 , fc G {1, . . . , on noie t k := (rfc — Tfc) -1 ei 



p(a',a) := — 27rz fy|°j( a + Oj(a)Tj| 2 , 
i=i 

4- rr. tn'—X' \\ „ 

:= A o!tT A • • • A dr k A dffe A • • • A dr g A dTg~ G r(f) 9 , ^| 9 9 ~c)> 
h{a',a,r) := (-(t k n(a k (a') + o- k (a)T k ))x< k < g , (t k (a k (a') + a k {a)T k )i< k < g ) G C 9 © C 9 ^ II C , 



/fe(a',a,r) := tg (<r fe (a') + o- fc (a)r fc ) 2 *?kj(« 7 ) + °"i(o) r jl a « 



induit une classe de cohomologie dans H^ et ^(A(a, N)\S3 9 , ((Sym l Tt)(d))c) qui coincide avec For(£is 

5 Determination du residu en l'oo des classes d'Eisenstein 

On fixe V G iV^o -1 , b G (iV _1 a) \ o, A G N- 3 . 

On note pr res : Sym A9 (C 9 © C 9 ) — > C la projection qui correspond au niveau complexe a la 
projection de 

Sjm X9 V(Q) -> Sym A9 T/(Q)/W 

introduite precedemment (cf. Remarque I3.3() . 

Le morphisme Res^ © C, obtenu a partir de Res^ par extension des scalaires de Q a C, est 
donne par : 



Res*g®C: H^(A(a,N)\^,(Sym^n(g)) c ) - C 



x P r res 

\l^J S JA(a,N,oo)\D r J 

9 

ou Z? r := {(ti, . . . , Tg) G f) 9 I n 9(17) = r} pour un nombre reel r > 0. Ce morphisme respecte 

k=l 

les structures rationnelles sous-jacentes. Cette partie est consacree au calcul de 



Res^(£ isxf, b ) = Res^ (For (£isx b , J) (d'apres la Proposition 

= R^®C(For(fw^.)) 



7Ga v ea\{0} 
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D'apres la Proposition 14.31 le nombre rationnel Kes^(£isx^, b ) est egal a : 



V 1 fe=l (a',a)Ga v eo\{0} 



OU 



JA(a,N, 



9 



2 



avcc 



/';. = t\{a k {a!) + <Jk{a)T k ) 2 j £-|<7,-(a') + <7j(a)T 3 -| 2 J dr\ A drf A • • • A dr k A dr k A • • • A dr g A dr. 



9' 



pour fc e {1, ... ,g}. 

• Etape 1 : Calcul de I± jk := exp(27rz TVi(a'6 — b'a)) I a ', a ,k, pour fe e {1, . . . , g}. 

aea\{0} a'eo v 

i) Dans I a ',a,ki on peut effectuer (a / 0) le changement de variables 

/ a i( a ') 
T i = T i + t \ > P° ur 1 - J - 5 

pour observer que J / )0jfc = J 0)O)fc . 

ii) Comme 6 ^ o, il existe a' S a v tel que : 

Tr L (a'&) £ Z. 

iii) De i) et ii), on deduit que I\ k = 0. 

• Etape 2 : Simplification de l2 :k ■= exp(2-7ri Tr£,(a'&)) I a ',o,k, pour k G {1,. . . ,5}. 

a'ea v \{0} 

On ne calcule que l2 )k que pour fc = 1, la methode etant analogue pour les autres valeurs de 
k et on peut supposer r = 1. De nombreuses simplifications apparaissent lorsque a = dans 
ia',a,fc- On note x fc := 3?(r fc ) et y k = 9(r fc ), pour k G {1, . . . ,g}. On a : 

a'ea v \{0} V 7 



OU 



J a ' = / 7 \ ~Tn\ (dxi + idyx) A dx 2 A A • • • A cfao A — - 

/ A(a J iV ) oo)\0 1 ( g , ,. 2 \ (A+2)s 2/2 % 
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De la relation y± . . . y g = 1 verifiee par (n, . . . , r g ) £ D\, on deduit : 

J / = / 7T— t dari A da; 2 A A • • • A dx g A — - 

7A(a,JV,oo)\D 1 / 9 , (A+2)fl 2/2 % 

(jj [a j 



(-l)s- 1 exp(27ri Tr L (a'6)) N L (a') A+2 



a>€( a v\{0})/U L , N K > 

1 , , di/2 , dy a 
dx\ A dx 2 A A • • • A dx„ A — - 



E- 



o W 



ou 



V (-ir 1 exp(27nTY L (rf/))N L (aQ A + 2 . (m - la - 2 , K 

a'G(aV\{0})/[/ iiiv V 7 



; '/'/2 '/.'/ 



^a' = / 

J(R>0)9-1 



(R>0)»-1 / g 2 \ (X+2 ^ V2 "' y 5 ' 

pour a' G (o v \ {0})/^^- Pour etablir la derniere egalite, on utilise le Lemme 2.10i de [F] 
et l'injectivite de 1'homomorphisme de groupes Ul,n —> Ul,n, £ l— ► £ 2 - 

Etape 3 : Calcul de K a ,, pour a' £ (o v \ {0})/U L , N . 

On calcule en fait T((A + 2)#) J FC a , : 



g2(oQ gg(oQ ^^ ^ */2 



r((A+2) 5 )^ = / u ( A+2 )f exp f-« (s/ 2 . . . y^a') 2 + 

i(K>o) B V V 2/2 y g J J u y 2 

On effectue ensuite le changement de variables : 

u 1 = uy 2 ... y g 

u 2 = u/y 2 

u g = u/y g 

et on trouve : 

T((X + 2)g)K a , = (f u^expC-aiMV)— / n A + 2 exp(-<x 9 (a') V) — 

r(A + 2)f 



Ainsi K a ' 



N L (a') 2 ( A + 2 ) 
((A + !)!)» 



((A + 2) 5 - 1)! N L (a') 2 ( A + 2 )' 
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Notation 5.1 — Pour 8 € (N 1 a) \ a, s G C tel que ffi(s) > 1, on definit £(a,N,P,s) par 

£(a N 3 s) = T eM2m TrLia ' P)) 

a'e( a v\{0})/U L>N ^ ' 

Du calcul que l'on vient d'achever, on deduit le Theoreme suivant. 
Theoreme 5.2 - Soient A G N^ 3 , b' G A^V et b £ (JV -1 o) \ a. 

^ * (— 1 % )( A+I )f (7A + l)') 9 (A + 2)a 2 N 9 1 



Ayant pris soin de respecter les structures rationnelles tout au long du calcul, on deduit de ce 
resultat le Theoreme de Klingen-Siegel. 

Corollaire 5.3 - Pour tout A G N- 6 pair et b G (A r_1 o) \ a : 

£(a, N, b, A) (2iri)- x 3 Jd~ L g Q. 

Corollaire 5.4 — Soient A G N- 6 pair, 6' G iV -1 a v et b G (iV _1 a) \ a teZ owe /es ideaux entiers 
NOl e t Nba^ 1 sont copremiers. Si g > 2, alors on a : 

£is x x 9 , ^0. 

Demonstration — On prouve que Res^f {£isx 9 b , J / Oa I'aide du Theoreme 15 .21 On pose f := NOl 
et b := Nba -1 . On introduit : 

• l'ensemble £(b,f) des ideaux entiers g premiers a f pour lesquels il existe /i G L totalement 
positif et congru a 1 modulo fb _1 tel que : 

9b- 1 = 00, 

• la fonction holomorphe ((b,j, •) definie, pour s G C tel que 3ft(s) > 1, par : 

• U£ N le sous-groupe de Ul,n forme par les elements de Ul,n totalement positifs, 

• la fonction holomorphe £ + (a, N, b, •) definie, pour s G C tel que $t(s) > 1, par : 

„+, AT , x exp(27ri Tr L (q'&)) 

a>e( a v\{o})/u+ N 

La fonction £(b,f, •) a un prolongement holomorphe sur C — {1}. D'apres une equation fonc- 
tionnelle pour 2 + (V'£ 1 , N,b, •) etablie par Siegel (cf. [HH Formule (10)]), on a : 

[U l ,n : U+ N ] £(T>l\N, b>, A + 2) = £+(2^\ N, b>, A + 2) ~ C(&, f, -A - 1), 

' R x 

et, comme A est pair, £(b, f, —A — 1) est non nul (cf. [Nel Theorem VII-5.9]). 

□ 
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